Capitulo 3
SUBESPACOS VECTORIAIS DE R"

R" = {(xy,x9,....,2,) : X1, 29,...,2, € R}

Definicao:
Um vector w de R” é combinacdo linear dos vectores vi, ..., v, de R" se
w pode ser expresso na forma

W=¢cVvVy+...+CpVv,

onde c,...,c, € R e sao denominados coeficientes da combinacao linear.

Rectas e planos
® Equacio vectorial duma recta de R® que passa na origem:

(X:.y’,Z):(0,0,0)+A(V1,V2,V3), ANeER
ou

(X.*}/.*Z):)\(VLV?&V?;): A e R.

o . . .
Equacio vectorial dum plano de R3 que passa na origem:

(x.y,2) =(0,0,0) + A1(v1,va. v3) + Ao(u1, 2, u3), A1, A2 € R

ou

(X,}/,Z) :)\1(V1,V2,V3)+Az(Ul,ilg,Ug), )\1?}‘2 e Ix,

v = (v1,v2,v3) e u = (uy, up, u3) sao dois vectores que nao tém a
mesma direccio = nao sao miltiplos um do outro
= um nao é combinacao linear do outro



Exemplos:
® A equacgio (x1,Xx2) = A(3,1), A € R, define a equacdo vectorial da recta

de R? que passa pela origem e tem vector director (3,1).

® (x1,x2,x3) = A1(2,0,1) + Ap(—=2,0,—-1), com A1, A2 € R,
nao define um plano em R3 pois os vectores

(2,0,1) e (—2,0,-1)
tém a mesma direcao = sdo combinacao linear um do outro

. ~ n
Generalizacédo a R

®Equacao vectorial duma recta de R" que passa na origem:
(XI:«XZ:«"':«XH):)\(VIEVZE"'EVH)! /\ER

T
(Vi,Va, . ... Vp) #(0,0....0). X — A,

AER

® Equacdo vectorial dum plano de R" que passa na origem:

(X1:~X25”'5Xn):/\l(vlrvzr"'ﬁ /\13)\261&1

U, v sao vectores que nao sao combinacao linear um do outro.

X =MNV+Au, M, AeER

Propriedades dos planos e rectas:
Seja W o plano X=MV+Xu A, AeR

Q X1 = a1V + a2l ¢34 hontos do plano W entao,
Xp = (F1v + Bou
X1+ X2 =a1v+ agu + B1v + Bou = (a1 + B1)v + (a2 + (B2)u,

€ um ponto do plano W.



Q Se k é um escalar qualquer, entgo

kxi = k(oav + apu) = (kai)v + (kao)u pertence a W.

Definicao:
Um subconjunto nao vazio de R", W, diz-se subespaco vectorial de R",
se:

Q@ . xc W, xy+xc W.

Q@ VkeR,Vxy e W, kq e W.

Exemplos:
@ As rectas e os planos de R" que passam pela origem.

@ {Opn}, a que chamamos subespaco nulo.
e Rﬂ.

o W={xy) e R%: z,y > 0} X
Proposicao:

Se W é subespaco de R"”, entao Opn € W.
Dem:

Obs: O % W — W nao pode ser subespaco de R”.

Proposicao:
O conjunto solucao de um sistemas de equacoes lineares
homogéneo com n incognitas,
AX=0,
& um subespaco de de R".
Dem:



4
Subespaco Gerado Dados os vectores vq, v2,...,vg em IR",

pode construir-se um subespaco de IR":

Proposicao:
O conjunto W das combinagées lineares dos vectores v1, v2,...,vg,

W = {Jf e R": o= \Nvi+X vo+.. A \ve, AL Ao, ..\, € R}
é um subespaco de R". \
“Subespaco gerado por vq, v2,...,vg"*

Exemplo: R3 W=< V1, V2,...Vg >

o ((1,2.3)) = {(z,y,2) = \1,2,3), A€ R}
©((1,2,3),(1,0,2)) = {(2.y.2) = M(1,2,3) + 3(1,0,2) )\, 3 €R)

° ((0,0,0)) = (Os) = {Ops)
¢((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) = ?

l

e1 e es3 “Vectores canénicos de R3

Dependéncia e independéncia linear
Dada a equacao vectorial em R”

X=MAMVi+Nowv, A1, A €R. tem-se:

© Um plano se os vectores nédo s&o combinacéo linear um do
outro
© Uma recta se um deles é combinac3o linear do outro e um é
nao nulo
© 0 ponto (0,0,...,0)= Opn , S€ 0s vectores forem ambos nulos.

Obs:
As propriedades geométricas dependem da "relacao linear” entre os

vectores




Definicao:

Dizemos que um conjunto, ndo vazio, S = {vi,v,...,V,} de vectores de
R" é linearmente independente se os (inicos escalares que satisfazem a
equacao

cavi+ v+ ...+ v, =20

sao cp = C = ...=c, = 0.
P

Se existem escalares nao nulos que satisfazem a equacao entao o
conjunto diz-se linearmente dependente.

Exerciciol:
Em R3 averigue se os vectores (1,0,1), (0,1,1) e (1,1,1) sao
linearmente independentes.

Obs: Para averiguar se em IR os vectores V1, ..., Vp séo
linearmente independentes considera-se a equacgao

v+ ov+...+cpvpy =0

e procuram-se as suas solugdes, ou seja, matricialmente
consideram-se as matrizes

G
A=[vq|vo]..] vp] X=

C
| P
e resolve-se o sistema homogéneo AX=0.

Q vi...., v, linearmente independentes, se o sistema homogéneo é
possivel determinado (logo s6 temos a solucao nula)

@ vi...., Vv, linearmente dependentes, se o sistema homogéneo
é possivel indeterminado.




Proposicao:

Um conjunto S de vectores de R" que contenha o vector nulo é

linearmente dependente.
Dem:

Proposicao:

Um conjunto S com dois ou mais elementos € linermente
independente se e s6 se um deles se escreve como combinagcao
linear dos outros.

Proposicao:

Um conjunto com m vectores de R" em que m > n, € linearmente
dependente.

Exemplos: Os conjuntos s3o linear/ independentes em R3 ?

(1,0,1),(0,1,0), (1,1,1)}
(1,0,1),(0,0,0), (1,1,1)}
(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)}
(1,1,0),(3,1,2),(0,2,1), (1,1, 1)}

{
{

o T
o P={
o =1

Exercicio2: Confirme, recorrendo a resolucdo de um sistema de
equacdes lineares homogéneo, AX=0, que os conjuntos S, Te F
sao linearmente dependentes.



Variedade linear
Rﬂ
® A equacdo vectorial de uma recta que passa na origem é

r=Mv., MER

v A0 -

°A equacao vectorial de uma recta paralela que passa no ponto xp é

r=x9o+ . AER

| » Variedade linear

Subespaco gerado por UV =< U >

Definicao:
Uma variedade linear € qualquer conjunto de pontos da forma

r = x0+ A1+ Aovg + ...+ A\pvug,

ou Al?/\zf"'?)\k‘ ER
r = x9+ (V1,02 ..., Uk)
N
“Translacdo de um subespaco por um ponto”
Proposicao:

O conjunto solucdo W de um sistemas de equacoes lineares
homogeéneo com n incognitas,
AX=0,

é um subespaco de de R".

Proposicao: O conjunto solugdo de um sistema possivel
AX=B
€ uma variedade linear da forma

r = T + II"’

onde -L'() é solucdo particular e W é o conjunto solugdo de AX=0.




